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1. Introduction 



Dans cet article, une surface elliptique est un morphisme tt : X — > P-'^ ou X est 
une surface analytique complexe compacte, et tel que, a I'exception d'un nombre 
f~| ' fini de points i G P^, la fibre Xt — 7r~^(t) est une courbe non singulicrc do genre 1. 

jrt ! Sous I'hypothese que tt admet au moins une fibre singuliere, la surface X est alors 

reguliere, c'est-a-dire qu'elle verifie H^{X, Ox) = {0}. 

La fibration tt est relativement minimale si aucune courbe exceptionnelle n'est 
contenue dans une fibre. 
^]N I Lorsqu'une surface X est munie d'une structure reelle, c'est-a-dire une involution 

antiholoniorphe a: X ^ X, nous disons que le couple {X, a) est une surface reelle. 
Dans ce cas, I'ensemble des points fixes X°' est note X(R), c'est la partie reelle 
de {X, a) . II existe deux structures reelles sur P^ , nous notons conj : P^ ^ P^ la 
'sj" I conjugaison complexe. Lorque tt: X — > P^ est elliptique, nous disons que {X,a) 

^^ ■ (ou plus brievement X) est une surface elliptique reelle si la fibration n: X — > P^ 

verifie tt o cr = conj ott. Si tt admet une section reelle, on en deduit en particulicr 
que X{R) ^ 0. 

1 -^ I Sur C, les surfaces elliptiques regulieres sans fibres multiples sont classifiees par 

d • leur caracteristique d'Euler holomorphe xi^x)- Plus precisement, si deux telles 

C I surfaces sont relativement minimales, elles sont deformations I'une de I'autre si et 

seulement si elles out meme caracteristique d'Euler holomorphe, cf. |7]. 

Dans cette note, nous montrons que le nombre de composantes connexes de la 
partie reelle d'une surface elliptique reguliere reelle tt: X — > P^ verifie I'inegalite : 



(1.1) #X(R) < 5x{Ox) 

lorsque tt admet une section reelle fTheoreme 14.811 . 

Le premier nombre de Betti de la partie reelle d'une surface elliptique reguliere 
reelle relativement minimale et sans fibres multiples est soumis a I'inegalite : 

(1.2) h,{X{R)) < lOxiOx) ■ 

Cette inegalite se deduit directement du Theoreme 14.11 du a Kharlamov qui 
affirme qu'une telle surface verifie I'inegalite de Ragsdale-Viro H4.2|l . Nous prouvons 
la majoration Hl.l|l grace a une certaine symetrie sur I'ensemble des nombres de 
Betti des surfaces elliptiques avec section reelle, cf. Theoreme 13.31 



Dans Particle 11_, le second auteur a montre que I'inegalite de Ragsdale-Viro 
etait optimale pour toute famille complexc de surfaces elliptiques regulieres sans 
fibres multiples. Nous montrons dans la Section 01 que I'inegalite l|l.l(l est optimale 
elle aussi. 

Sous les hypotheses considerees, la caracteristique d'Euler holomorphe verifie 
xi^x) > 1- Lorsque xi^x) = 1 (resp. xi^x) = 2), la surface X est rationnelle 
(resp. K3). Pour ces deux families, la classification complete des types topologiques 
de structures reelles est connue, voir I'ouvrage qui contient une bibliographic 
detaillee. 

Pour x{Ox) > 3, peu de resultats sont connus. Une surface elliptique reguliere X 
telle que xi^x) > 3 est une surface elliptique propre et en particulier, la fibration tt 
est unique. Si a est une structure reelle sur X, on a necessairement ttoct = conj ott. 

En appliquant a une surface elliptique reguliere reelle avec section reelle les 
inegalites et congruences habituelles sur les surfaces algebriques reelles cf. e.g. |14l 
II. 3. 9] ou (2j, nous obtenons une majoration 

(1.3) #X(R) < 5x{Ox) + ^^^""^ ~ " 

ou J/ < 3 depend de la classe modulo 8 de x(Cx)- Pour x(C'x) < 4, les deux 
majorations (|1.3(l et (|l.l(l coincident. Des que x(Cx) > 4, la majoration (|l.l(l est 
meilleure que (|1.3(l . 

Une partie des resultats exposes dans cet article sont issus de la these du premier 
auteur. Nous remercions vivement J. Huisman et I. Itenberg pour leurs nombreux 
conseils. Nous remercions F. Bihan et J. van Hamel pour leurs encouragements 
durant la these. 

2. MODELE DE WEIERSTRASS ET REDUCTION AU CAS A FIBRES NODALES 



Pour faciliter la lecture de ce qui suit, nous rappelons une construction classique 
du modele de Weierstrass d'une fibration elliptique avec section |2|. Pour que cette 
construction, a I'origine sur C, soit valable sur M, il suffit que la section soit reelle. 

Dans cette partie, une surface elliptique n'est pas forcement lisse, elle peut ad- 
mettre au pire des points doubles rationnels. 

Soit tt: X — > P^ une surface elliptique reguliere reelle. Supposons que vr admette 
une section reelle s: P^ -^ X et notons S = s(P^) la courbe image. Munie de la 
restriction de a, S est une courbe definie sur M. 

Supposons la fibration tt relativement minimale. D'apres la classification de Ko- 
daira des fibres singulieres possibles II], nous savons alors que la configuration 
formee par les composantes irreductibles d'une fibre singuliere qui ne rencontrent 
pas S est celle d'une resolution de point double rationnel. Notons X la surface 
obtenue en contractant ces configurations et tt: X — > P^ la fibration induite, X 
est alors une surface elliptique eventuellement singuliere. La section etant reelle, 
I'ensemble des configurations contractees est globalement stable par a qui induit 
done naturellement une structure reelle sur X que nous noterons encore a. 

Les fibres de n sont done irreductibles et sont de ce fait isomorphes a des cubiques 
planes. Une surface elliptique avec section dont toutes les fibres sont irreductibles 
est une surface de Weierstrass et X est le modele de Weierstrass de X. Ce modele 
est determine de fagon unique aux automorphismes fibres pres. Par hypothese, les 
fibres reelles de tt possedent un point reel ct sont done isomorphes sur M a des 
cubiques planes. 
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Notons k = x{Ox) et L — {TT^,Ng^x) ^ le fibre dual du fibre normal. Le fibre L 
est un fibre en droites de degre k sur P^ qui est defini sur M. 

II existe des sections reelles p e H°{¥\L'^'^) et g e i7"(P\ L®^) telle que X soit 
donnee par I'equation 

(2.1) y'^z ^ x^ +pxz'^ + q 

dansPiL'^'^ O L®^ ® Opi). 

Par construction, ces sections satisfont les conditions suivantes : 

(i) Le discriminant A = Ap'^ + 27q^ (qui est une section de i®^^) n'est pas 
identiquement nul. 

(ii) Pour tout a e F^,mm{3va{p),2va{q)} < 12 (oii Va{g) est la multiplicite de 
la section g au point a). 

Le couple {p, q) est defini de fagon unique a Taction de C* suivante pres : 

(2.2) A(p,<7)-(AVA6g). 

Reciproquement, considerons un triplet de Weierstrass reel {L,p,q). C'est-a- 
dire que L ^ P^ est un fibre en droites defini sur R et p S _ff°(P-'^, L®^) et 
q G i/'^(P^,L®^) sont des sections reelles qui satisfont les conditions (i) et (ii) 
precedentes. Alors I'equation H2.1|l definit une surface elliptique reelle X ^ ¥^ avec 
eventuellement des points doubles rationnels dont la resolution minimale X est 
une surface elliptique reelle relativement minimale. La section S est alors la courbe 
d'equation x = z = 0,y = 1. 

Notons D le disque unite muni de la conjugaison complexe conj. Soit / : M — > D 
une famille de surfaces complexes compactes jL, I.IO]. Cette famille est reelle si A^ 
est munie d'une involution anti-holomorphe a^ telle que / o aM — conj of. La 
famille /: A1 — > D est une famille reelle de surfaces elliptiques s'il existe une 
application holomorphe tt : A4 — > P^ x D telle que ir o gm = conj ott et qui verifie 
les conditions suivantes : 

- TT admet une section s, sott = idpiy^i, qui commute avec les structures reelles. 

- \/t £ DjTTt: f~^{t) — > P^ est une surface elliptique dont la fibration elliptique 
est induite par tt. 

Definition 2.3. Solent ttx : X ^>P^ et ny '■ Y ^> P^ des surfaces elliptiques reelles 
avec section reelle. Nous dirons que X est une deformation reelle de Y s'il existe 

une famille reelle de surfaces elliptiques f : M. > D et des reels t £ D et t' G D 

tels que nt: f^^{t) -^ P^ est isomorphe a iix- X -^P'^ et nf : f^^{t') -^ P^ est 
isomorphe a Try : Y ^P^ . 

La plus simple des fibres singulieres pouvant apparaitre dans une fibration ellip- 
tique est une fibre nodale c'est-a-dire une courbe rationnelle avec un point double 
ordinaire. Lorsqu'une surface elliptique non singuliere est de Weierstrass (c'est- 
a-dire a fibres irreductibles), les seules fibres singulieres possibles sont les fibres 
nodales et les courbes rationnelles avec un cusp. 

Soit vr: X — > P^ une surface elliptique reguliere reelle relativement minimale 
avec section reelle. Notons k — x(Cx)- D'apres ce qui precede, la surface X est 
alors determinee par le choix de deux sections reelles p G i/°(P^, 0^1(4^:)) et 
q e i/°(P\Opi(6/c)) satisfaisant les conditions (1) et (2), modulo Paction (|2.2(l 
de C*. L'ensemble V des couples reels (p, g) G 7J°(pi, C'pi(4fc)) x ^^(pi, Opi(6fc)) 
satisfaisant les conditions (i) et (ii) est un ouvert de Zariski non vide. 

Grace a une analyse au cas par cas des types de singularites possibles, Kas [H] a 
montre que la surface X est a fibres singulieres nodales si et seulement si le nombre 
de zeros distincts deux a deux de A est superieur ou egal a 12fc — 1 . De telles surfaces 
formcnt done un sous-ensemble ouvert dense de V . Nous obtcnons en particulier : 
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Theoreme 2.4. Soit n: X — > P^ une surface elliptique reguliere reelle rela- 
tivement minimale. Supposons que -k admet une section reelle, alors X peut etre 
deformee en restant parmi les surfaces elliptiques reelles avec sections reelles en 
une surface dont les fibres singulieres reelles sont toutes nodales. 

3. Symetrie sur l'ensemble des nombres de Betti 

Une fibre singuliere nodale complexe est notee /i par Kodaira 0- On distingue 
deux types reels pour une fibre singuliere nodale complexe (toujours sous I'hy- 
potliese d'existence d'une section reelle). 

Proposition 3.1. Soitn: X — > P^ une surface elliptique reelle avec section reelle. 
Une fibre singuliere reelle F de type complexe 7i admet 

- soit deux tangentes reelles en son point double, _F(R) est alors connexe et nous 
notons son type reel par I^ , 

- soit deux tangentes imaginaires conjuguees, _F(M) est alors non connexe et son 
type reel est note I^ . 

Voir [141 Chap. VII] pour les configurations geometriques de tons les types de 
fibres singulieres reelles d'une fibration elliptique reelle. 

Lemme 3.2. Soit ir: X — > ¥^ une surface elliptique reguliere reelle relativement 
minimale dont les fibres singulieres reelles sont nodales. Alors 

Xtop{X{M.)) = [/+] - [If] 

oil [Ii] designe le nombre des fibres singulieres de type reel Ii et [I^] est le nombre 
des fibres singulieres de type reel I^ . 

Preuve. La caracteristique d'Euler topologique de la partie reelle X(]R) d'une sur- 
face elliptique reelle tt: X — > P^ est la somme des caracteristiques d'Euler des 
parties reelles des fibres singulieres reelles. Soit F une fibre singuliere reelle nodale, 
si F est de type reel /+, xtop{F{R)) = 1, sinon, xtopiFiR)) = -1. D 

La topologie de X(IR) est facile a determiner dans le cas oii les fibres singulieres 
reelles sont toutes, soit de type reel I^ , soit de type reel If, car lorsque tt admet 
au moins une fibre singuliere reelle, la presence d'une section reelle implique qu'au 
plus une composante connexe est non spherique, cf. 15.51 

Theoreme 3.3. Soit tt: X > P^ une surface elliptique reguliere reelle, rela- 
tivement minimale, avec section reelle. Alors, il existe une surface tt' : X' — > P"'^ 
elliptique reguliere reelle avec section reelle telle que x{Ox) = xi^X'), 

hi{X'{R)) = 2#X(M) 

et 

#X'(M) = ^h,{X{R)) . 

Preuve du Theoreme \'i.,'A D'apres le Theoreme 12.41 nous pouvons supposer que 
les fibres singulieres reelles X sont nodales sans changer de famille complexe ni de 
type topologique. II suffit alors de considerer un triplet de Weierstrass reel {L,p, q) 
associe a X, cf. Section[21 et de considerer la surface X' associee au triplet {L,p, —q). 
Les surfaces X et X' sont isomorphes sur C et la structure reelle de X' est un twist 
de la structure reelle de X. 

Lorsque Xc = Tr~^{c) est une fibre reelle non singuliere, Xc(M) ct X'^{M.) ont 
le meme nombre de composantes connexes. En effet, ff^XdM.) est determine par 
le signe du discriminant A(c) = 4p'^(c) + 27g^(c). Lorsque Xc est une fibre reelle 
singuliere, les types reels de Xc(K) et X'^M.) sont echanges, I^ devient /]" et vice 
versa, cf. e.g. ^^ Chap. VII]. 
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Montrons que les sommes totales des nombres de Betti ft.,(X(M)) et h^,{X'{ 
sont egales. La partie reelle de la base de la fibration est un cercle et nous pouvons 
decouper ce cercle en arcs [a,b] C P^(M) tels que Xa et Xi, sont des fibres reelles 
nodales et Xc est une fibre reelle non singuliere pour tout c €\a, b[. 

Notons arc^{X) (resp. arc~{X)) le nombre d'arcs tels que pour tout c G]a.6[, 
#Xc(M) = 2 et Xa et Xt sont de type I^ (resp. /f ). II est clair que arc^{X') = 
arc~ (X) et arc^{X') = arc^{X). D'autre part, sachant que le nombre de coni- 
posantes connexes de la partie reelle d'une fibre reelle non singuliere change au 
voisinage d'une fibre reelle nodale, on pent se convaincre sans difficulte que h*{X) = 
2 + 2(arc+ +arc-). 

Par ailleurs Xtop{X'{M.)) = —Xtop{X {M.)) d'apres le Lemme rO d'ou la conclusion 
sur les nombres de Betti. D 

Remarque 3.4. La deuxieme partie de la preuve de 13.31 pourrait aussi se prouver a 
partir de I'invariant j reel defini par J. Huisman dans JSI. 

4. Majoration des nombres de Betti 

Soit {X,(t) une surface algebrique reelle. Notons Bi{X) = diniHi{X,Z/2) le i" 
nombre de Betti modulo 2 de X et par 

h,{X{R)) =dimff,(X(R),Z/2) 

le i" nombre de Betti modulo 2 de X{R). Soit K{X{R)) = J2 h^{X{R)) ct B^{X) = 
EB^iX). 

Theoreme 4.1. (Kharlamov) Soit tt: X — > P^ une surface elliptique reguliere 
reelle sans fibres multiples, alors 

(4.2) hi{X{M.))<h^'\X) . 

Ce resultat et I'idee de sa preuve ont ete communiques au second auteur par 
V. Kharlamov en 1997. Nous n'en connaissons pas de version publice. Pour Ic confort 
du lecteur, nous en proposons ici une redaction succincte. 

Preuve de \4-.l\ Dans le cas oil tt n'admet pas de fibres multiples on verifie imme- 
diatement, en utilisant par exemple la classification des fibres singulieres reelles |14| . 
que 

hi{X{R)) < hi{3ac{X)(R)) 

oil 3a,c{X) est la fibration jacobienne associee a X. Par construction, cette fibration 
est une surface elliptique reelle avec section reelle telle que h^'^{Ja,c{X)) = h^'^{X). 
Nous supposerons done dorcnavant que tt admet une section reelle sans perdre en 
generalite. 

L'involution a induit une involution cr* sur H2{X,Ij). Considerons les invariants 
homologiques suivants : 

Le rang du sous-module invariant par a* 

l+^TgH2iX,Zr' =rgKer(l-a,) 

et la caracteristique de Comessatti 

A = rg ((1 + (7,)H2{X, Z)) ^ rglm(l + a,) . 

Comme la fibration n: X ^ P^ admet une section, elle n'admet pas de fibres 
multiples et les nombres de Betti Bi{X) et i?3(X) sont nuls. D'apres le theoreme 
de Krasnov, cf. ^10,, la surface {X,a) est done Galois-Maximale. De ce fait, cf. e.g. 
[HI Chap. 1], la caracteristique de Comessatti correspond a 

2\^B^{X)-K{X{R)) 
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et le premier nombre de Betti de X{M.) a 

(4.3) hi{X{R))^B2iX)-l+ -X. 

Si aucune fibre singuliere de tt n'est reelle, X(IR) est la reunion de deux tores 
ou de deux bouteilles de Klein car tt est munie d'une section reelle. Dans ce cas, 
I'inegalite 14.21 est verifiee. Si w admet au moins une fibre singuliere reelle, X(]R) 
possede une seule composante connexe non simplement connexe et un nombre fini 
d'autres composantes qui sont toutes homcomorphes a des spheres. Notons c"*" le 
nombre de composantes spheriques. La somme des nombres de Betti de X(R) est 
alors /i*(X(M)) = 2 + 2c+ + /ii(X(IR)) et la caracteristique de Comessatti devient 

(4.4) A = /+ - 2c+ . 

Grace a un joli raisonnement base sur la signature de la forme d'intersection, cf. 
e.g. [151 Expose XIV] ou ^ 3.1.3], Z+ est soumis a la majoration 

h^'"{X) + c+<l+ . 

De reauation 14.41 nous tirons /i^'"(X) — c+ < A et la formule 14.31 nous permet 
de conclure : 

hi{X{R)) < B2{X) - 2h^-°{X) . 

n 

Dans |11| . le second auteur a montre que la borne precedente est optimale : 

Theoreme 4.5. [Ill Theoreme 1.2] Toute surface elliptique reguliere sans fibres 
multiples pent etre deformee sur C en une surface elliptique X admettant une struc- 
ture reelle telle que 

hi{X{R)) ^h^''^{X) . 
De plus, X admet une fibration elliptique reelle avec une section reelle. 

Le premier nombre de Chern d'une surface elliptique relativement minimale X 
verifie c1{X) = et la formule de Noether donne 

(4.6) XtopiX) - 12x{Ox) ■ 

Comme tt: X —^ ¥^ n'admet pas de fibre multiple, les nombres de Betti Bi{X) 
et i?3(X) sont nuls et 

(4.7) h''\X) = lOxiOx) ■ 

Le theoreme principal de cet article est une contrepartie aux deux theoremes 
precedents. 

Theoreme 4.8. Soit tt: X — > P^ une surface elliptique reguliere reelle avec une 
section reelle. Alors 

#X(M) < bxiOx) . 
De plus, pour tout k > 1, il existe une surface elliptique reguliere reelle X avec 
section reelle telle que x{^x) — k et 

#X(M) = bx{Ox) ■ 

Preuve. La caracteristique d'Euler holomorphe etant un invariant birationnel. il 
sufBt de verifier I'inegalite pour une fibration relativement minimale. En effet, la 
contraction d'une courbe exceptionnelle reelle ne change pas le nombre de com- 
posantes connexes et la contraction d'une paire de courbes exceptionnelles imag- 
inaires conjuguees disjointes non plus. Supposons done que tt: X — > P^ est rel- 
ativement minimale. D'apres le Theoreme 13.31 il existe une surface X' de meme 
caracteristique holomorphe et de premier nombre de Betti hi{X'{M.)) = 2f/=X{R.). 
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Comme h^'^ est invariant par deformation, nous deduisons de 14.11 la majoration 
2#X(M) < h'^^'^iX). D'ou la conclusion parlTTI 

Pour montrer que cette borne est atteinte dans une famille complexe donnee, 
considerons une surface elliptique reelle Y telle que x(^y) = k et /ii(F(R)) = 
h^'^{Y). L'existence de Y est assuree par le Theoreme 14.51 Notons Y un modele 
relativement minimal de Y . Notons rj le nombre d'eclatements de points successifs 
necessaires pour realiser Y —^ Y. Comme Y admet une fibration elliptique reelle 
avec section reelle, la symetrie 13.31 nous assure qu'il existe une surface elliptique 
reguliere reelle relativement minimale X telle que #X(]R) — ^h^'^{X) = 5x{Oy)- 
Pour obtenir finalement une surface dans la famille complexe de Y, eclatons rj points 
sur X et notons X le resultat. En appliquant un theoreme de Kodaira, cf. [S] ou |11[ 
Th. 5.4], X et Y sont alors dans la mcme famille complexe. De la, xi^x) = x{^y) 
et #X(K) = #X(K) - 5x{0^). n 

Remarque 4.9. Dans sa these, le premier auteur a demontre une version plus 
generale du Theoreme 13.31 II a obtenu le meme resultat de symetrie sur les nom- 
bres de Betti pour une fibration elliptique relativement minimale a courbe de base 
de genre quelconque sous I'hypothese supplementaire que I'invariant fonctionnel J 
soit non constant. En effet, lorsque le genre de la base est non nul, I'equivalent du 
Theoreme 12.41 est faux sans cette hypothese supplementaire. La preuve, basee sur 
un theoreme de Moishezon ^31 , est technique et nous avons prefere utiliser ici une 
approche plus directe valable uniquement pour les surfaces elliptiques regulieres. 

5. Types topologiques 

Tous les types topologiques possibles pour la partie reelle d'une surface elliptique 
reguliere reelle avec section reelle ont ete construits dans grace a une strategic 
melant la methode du patchwork combinatoire de Viro et une technique d'Orevkov 
de construction de courbes trigonales via les dessins d'enfants. 

Dans cette partie, nous presentons sans donner de details, les types topologiques 
construits par le premier auteur dans sa these anterieurement a Ej. 

Lemme 5.1. Le premier nombre de Betti de la partie reelle d'une surface elliptique 
reguliere reelle relativement minimale et sans fibres multiples est pair. 

Preuve. D'apres la theorie de Smith, pour une variete algebrique reelle X, la 
difference B^,{X) — ft,,(X(R)) est toujours paire. Par ailleurs, pour une surface 
projective X, B^,{X), xtop{X) et B2{X) ont meme parite. D'apres la formule de 
Noether, cf. l4.6l B2{X) est done pair pour une surface elliptique reguliere reelle rela- 
tivement minimale et sans fibres multiples. Pour terminer, rappelons que hi{X{M.)) 
est de meme parite que /i*(X(M)). D 

Proposition 5.2. Soit k un entier positif non nul, pour tout entier pair I, I < lOfc, 
il existe une surface elliptique reguliere reelle sans fibres multiples Ykj de partie 
reelle connexe et telle que 

xiOY,,)^k, h'^\Yk,i) = lOk et hiiYk^iiR)) = I . 

De plus, chacune de ces surfaces admet une fibration ellitique avec section reelle 
des que I ^ 0. 

Par application du Theoreme l3.3l on obtient immediatement : 

Corollaire 5.3. Soit k un entier positif non nul, pour tout entier I, I < 5fc, il existe 
une surface elliptique reguliere reelle Xk^i telle que 

x{Ox,,) = k et #Xk,im^l. 

7 



De plus, chacune de ces surfaces admet une fibration ellitique avec section reelle 
des que I ^ 0. 

On note Sg la surface lisse orientable de genre g et Vq la surface non-orientable 
de caracteristique d'Euler 2 — g, Vq est difFeomorphe a la somme connexe de q copies 
de P2(R). 

Proposition 5.4. Lorsque k est pair, on a Xk.i{M.) = (Z — l)S'oLJ5i etYk^i{M.) — Si. 
Lorsque k est impair, on a Xk.iiM.) = {I — l)>S'o U V2 et Yk^i{^) = V2i. 

Preuve de \5.4\ Soit X I'une des surfaces considerees. Cette surface possede une 
section reelle et au moins une fibre singuliere reelle. Sa partie reelle X(R) contient 
done exactement une composante connexe non simplement connexe M et un nombre 
fini de coniposantes homeoniorphes a des spheres. Pour determiner I'orientabilite 
de AI on utilise le lemme suivant qui est un coroUaire de [111 Prop. 6.1]. D 

Lemme 5.5. Soit X ^ V^ une surface elliptique reguliere reelle relativement min- 
imale avec section reelle, alors X(R) est orientable si et seulement si x(Ox) est 
pair. 

La Proposition 15.21 a ete demontree par le premier auteur dans sa these. Pour 
cela, il a introduit une methode de transformation dc surfaces elliptiques reelles ap- 
pellee Iq -Transformation. Cette transformation augmentc la caracteristique I'Euler 
holomorphe de 1 tout en permettant un controle de la topologie de la partie reelle. 

Cette methode permet par exemple, de construire une surface elliptique reelle 
birationnelle a une surface K3 a partir d'une surface elliptique reelle rationnelle. 

C'est en iterant ce procede que les surfaces elliptiques reelles de caracteristique 
d'Euler holomorphe quelconque et a nombres de Betti fixes ont ete obtenues a partir 
de surfaces rationnelles elliptiques reelles. 

Soit IT : X — > P^ une surface elliptique reelle relativement minimale avec section 
reelle et {L,p,q) un triplet de Weierstrass reel de X. Notons encore p et q les 
fonctions rationnelles induites par une trivialisation de L au dessus d'un ouvert 
affine U de P^ tel que cr{U) = t/ et au dessus duquel n n'admet que des fibres non 
singulieres. Notons Sx = 4p^ + 27q^ le discriminant. 

Soient a et 6 deux nombres reels qui ne sont ni des poles ni des zeros de p et 
q. Notons iry ■ Y — > P"'^ I'unique modele non singulier relativement minimal dc la 
surface definie birationnellement par I'equation 



iu — aY 2 / \ ("" ^ 'A^ 



2,_^3 I „u.\y'^ "■' 2 I „i„.\\'^ "■) .,3 



y z ^ X + p{u)- TT^x^ + q{u) 



dans P^ X [/ munie de la fibration evidente. La surface obtenue Try : Y — > P^ est 
elliptique reelle avec section reelle. 

Definition 5.6. La surface Try- Y — > P^ est la /g-transformee de tt: X — > P^ 
par (a, b). 

Proposition 5.7. La Lq -transformee de X par (a, b) admet la mime liste de fibres 
singulieres complexes que n : X — > P^ a, laquelle on ajoute exactement 2 fibres 
singulieres de type /q. En particulier, x(C'f) = xi^x) + 1- 

Soit Tr^^{c) une fibre reelle nodale de tt, avec c ^ {a, b}, alors Tiy (c) est de type 
reel different de tt^^{c) si et seulement si c E]a,b[. 



Preuve. Le discriminant de Y est 



iu-a)\ 



et son invariant fonctionncl jy = jx = 4p'^/27g 



Chaque fibre singuliere de X admet le meme type topologique qu'une fibre sin- 
guliere de Y. Les deux fibres singulieres de Y au-desssus des points u = a et u = b 
sont de type complexe /q. Or Xtop(^o) = 6, d'oii 

Xtop{Y) ^ 12 + xtopiX). 
Nous concluons grace a la formule de Noether, xi^v) = xi^x) + 1 • 

Notons F — TT^^ (c) et F' — TTy ^ (c) les fibres nodales. Les valuations des fonctions 
rationnelles u i-^ q{u) et u t~^ g(u).4^^^|4- en c sont egales. D'apres le Theoreme 
|14[ Theorem VII. 1.5], les types complexes de F et de F' sont done les memes. 
Par ailleurs, les signes de q{c) et de q{c). (1_1L sont opposes si et seulement si c 
appartient a [a,b]. Le type reel de F' est done different du type reel de F si et 
seulement si c G [a, 6]. D 

Remarque 5.8. Dans ,12. , R. Miranda a introduit la notion de *-transformee d'une 
surface rationnelle elliptique complexe. Cette transformation echange, par exemple, 
une fibre singuliere de type Im en une fibre singuliere de type I^. Une *-transforma- 
tion preserve la caracteristique d'Euler holomorphe et est done difFerente d'une 
/q -transformation. 
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